Transformata Fouriera

Definicja, podstawowe wtasnosci.

Odwracalno$¢ i twierdzenie Plancherela
Zadanie 1. Wykazaé, ze funkcja ¢ = F(e *") spelia réwnanie rézniczkowe zwy-

czajne
€
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Wywnioskowac, ze dla kazdego a > 0 zachodzi
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Zadanie 2. Dla funkcji Schwartza f € S(RY) oraz dowolnego ¢ > 0 wykazaé
tozsamosé
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Wywnioskowaé, ze
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Zadanie 3. Oznaczmy Ff(&) = Ff(=€). Sprawdzié, ze Ff = FFf, ?f = Ff oraz
FF=FF = (2m)did.



Zadanie 4. Wyprowadzi¢ tozsamosc¢
fo= [ fo  dafge SR,
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Wywnioskowaé twierdzenie Plancherela: ||f|| reway = (21)%2| f]l L2 (ra)y-
Transformaty Riesza

Zadanie 5. Dla f € S(R?) oraz j = 1,...,d okreslamy transfomaty Riesza

Ry = (g F)

Sprawdzi¢, ze

d
Y Rif=—f  0i0uf = —R;RiAf.
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Zadanie 6. Znalezé funkcje gltadka f € C°°(R?), dla ktérej Af € L2(R?), ale nie
zachodzi réwnos¢ 0,0, f = —R; R, Af.
Zadanie 7. Wykazaé, ze dla f € S(R?) oraz j,k = 1,...,d zachodzi nieréwnosé

19;0k fll 2 ey < 1Al z2re)-

Te sama nierownos¢ otrzymaé przy pomocy catkowania przez czesci.



Norma Sobolewa

Definicja. Dla funkcji Schwartza f € S(R?) definiujemy norme Sobolewa

ey = [, 1+ IRV ©F dé.

Zadanie 8. Sprawdzi¢, ze dla s € N zachodzi rownowaznos¢ norm:
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tzn. kazda ze stron jest ograniczona z gory przez druga z doktadnoscia do stalej
multiplikatywnej zaleznej tylko od d, s.

Zadanie 9. Wykazaé, ze jesli f € H*(R?) oraz 2s > d, to norma HfHLl(Rd) jest
kontrolowana przez || f|| gsgay. Wywnioskowac, ze || f||peoray S || f]

Hs (Rd) .

Zadanie 10. Wykaza¢, ze jedli f € H*(R?) oraz 2s > d, to

(@) = F)| S |z =yl 2| /]

wesy  dlaz,yeR



Zasada nieoznaczonosci (zob. blog Terence’a Tao)

Zadanie 11. Sprawdzi¢, ze jesli f € S(RY), to f € S(R?).
(w nastepnym zadaniu sprawdzimy, ze to najlepsze, co mozna uzyskac)

Zadanie 12. Wykaza¢, ze jedli funkcja f € L'(RY) ma zwarty noénik, to f jest
funkcja analityczna. Wywnioskowac, ze

fECPRY, f£20 = f¢C R

Zadanie 13. Wykazaé zasade nieoznaczonosci Heisenberga:
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Implikuje ona, ze funkcje f i f nie moga by¢ obie skoncentrowane wokot zera.

Wskazowka. Skorzystaé ze wzoru na catkowanie przez czesci
-, _
Sz == [T + 17,

nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza i twierdzenia Plancherela.


https://terrytao.wordpress.com/2009/02/18/hardys-uncertainty-principle/

